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In this work, we have investigated phonon transport in silicon crystal using molecular dynamics and lattice dynamics 

methods. The phonon relaxation time is derived from molecular phase space trajectories through two different analysis 

methods using normal mode projection and spectral energy density. By performing the calculations for wavevectors spanning 

the entire first Brillouin zone, we find that these two relaxation-time calculation methods give almost the same results despite 

the fundamental difference in the underlying theories. With the obtained phonon relaxation time and group velocity calculated 

by lattice dynamics method, we have quantified the contribution from each phonon mode to the overall thermal conductivity. 

In addition, by calculating the cumulative thermal conductivity, we have quantified contributions to thermal conductivity 

from phonons with different mean free paths to gain insight into the scale effect of heat conduction in nanoscale. 
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1. 緒   言 

シリコン結晶は電子・エネルギーデバイスにおける半導体材料として広く使われており，その熱物性の理解は

デバイスの性能を予測・制御する上で重要である．特に，デバイスの高出力化，微細化，多機能化が進むにつれ

て，フォノンの挙動に基づいた微視的な理解が求められている．ここでフォノンとは，格子振動を量子化したも

のであり，シリコンをはじめとする多くの半導体において熱は主にフォノンによって輸送される．例えば，高出

力及び微細化する電子デバイスの性能最適化に向けては，上昇する電流密度によって生じるジュール熱のマネー

ジメントが欠かせないが，熱エネルギー散逸の時間スケールはフォノンの緩和時間に強く影響される．特に，電

子・フォノン相互作用のモード選択性によって，発生する熱エネルギーがフォノンのモードに依存するため(1)，

フォノンのモードごとの緩和現象の理解が必要となる．また，多機能化するシリコンの応用の１つとして挙げら

れる熱電変換デバイスにおいては，ナノ構造(2-6)の豊富な界面によるフォノン散乱を利用して熱伝導率を効果的に

低減する試みが注目を集めているが，フォノンの平均自由行程よりも小さい構造体での界面効果を予測するには，

モードごとの平均自由行程や熱伝導への寄与に関する知見が不可欠である(7)． 

固体の熱伝導をフォノン粒子の気体運動として微視的に描写したフォノン気体モデルでは，熱伝導率は気体運

動論的と同様に比熱，群速度，緩和時間（又は平均自由行程）によって記述できる．これらの物性のうち，最も

導出が困難であるとされる緩和時間に関しては，線形分散などの近似を用いた理論モデルが古くから研究されて

来たが(8-11)，近年になり摂動論に基づく非調和格子動力学(Anharmonic Lattice Dynamics, ALD)法によって，より厳

密な緩和時間の計算が行われるようになっている(12)．また，分子動力学(Molecular Dynamics, MD)法を用いた熱伝
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導解析においても，従来は揺動散逸定理に基づいたGreen-Kubo法(13-16)や，温度勾配を課す直接法(15,16)による計算

が主であったが，最近ではフォノンの観点からのシミュレーションが数多く報告されている(17-23)．特に，MD法

によって得られる位相空間内での原子の軌跡からフォノンの緩和時間を計算する手法が発展しており(17,18,20-22)，

ALD法では困難である異種元素がランダムに混合した合金系や，原子間ポテンシャルの高次の項が影響する系へ

の応用が期待される． 

上述のMDシミュレーションに基づいた手法はシリコン結晶のフォノン緩和時間を計算する上でも有用であり，

これまでに熱伝導への各フォノンモードの寄与が議論されているが，特定の対称性を満たす波数群（対称線）に

関する解析に留まっており(20,21)，ブリルアンゾーン全体を考慮した計算例は未だにない．また，MDシミュレーシ

ョンに基づくフォノンの緩和時間の計算手法は複数あるが，手法間の整合性の検証は行われていないのが現状で

ある．そこで本研究では，異なる2つ手法を用いて，シリコン結晶のフォノン緩和時間をブリルアンゾーン内に存

在する全てのフォノンモードに対して計算する．これによって，手法間の整合性を検証した上で，シリコン結晶

におけるフォノンモードごとの熱伝導への寄与を明らかにする．さらに，フォノンの平均自由行程ごとの熱伝導

への寄与として整理することで，平均自由行程と同等又はそれ以下のスケールのナノ構造における界面の熱伝導

への影響を考察する． 

 

2. 計算方法 

2・1 フォノン輸送解析 

本研究ではフォノン気体モデルに基づいて，MDシミュレーションで得られる原子の位相空間における軌跡か

らフォノンの輸送物性及び熱伝導率を計算する．フォノン気体モデルに基づく熱伝導率κは，緩和時間近似を用い

ると式(1)に示すように，フォノンの比熱c，群速度v，緩和時間τ（又は平均自由行程Λ）の積を波数kと分枝sごと

に足し合わせることにより表わされる． 
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MD法で取り扱う古典極限においては，フォノンモードあたりの比熱cはモードに依らず一定となり，ボルツマン

定数kBと系の体積Vを用いてc=kB/Vと表せる．また，群速度vは調和ポテンシャル近似に基づくLD法により得られ

るフォノン分散関係を数値微分することで計算できる．緩和時間τの計算は，原子間ポテンシャルの摂動に基づい

て非調和効果を取り入れたALD法によって行うのが一般的であるが(12)，近年の分子の位相空間情報にモード解析

を適用した手法の発展によって，MD法により求めることができるようになって来ている(17,18,20-22)．本研究では，

その中からNormal Mode Projection(NMP)を用いた方法(17,18,20,21)とSpectral Energy Density (SED)を用いた方法(22)を用

いる．前者の方法ではLD法により導出した固有ベクトルeと，MD法で計算した原子の平衡位置からの変位uと速

度u’からτを求める．一方，後者の方法ではMD法で計算したu’のみを用いてτを計算することができる．これらの

フォノン輸送解析法のフローチャートを図1に示す． 

 

 

 

 
Fig. 1 Flow chart of the phonon transport analysis. 
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2・2 分子動力学(MD)法 

本研究では MD 法を用いて原子の変位 u と原子の速度 u’の時間発展を計算することで，フォノンの緩和時間 τ

を導出する．MD 法は原子間相互作用をポテンシャル関数で表し，それによる原子間力をニュートン方程式で解

く古典力学的なシミュレーション方法である．本研究ではシリコンの物性を良く表すことで知られる Stillinger 

Weber (SW)ポテンシャル(24)を用いた．SW ポテンシャルは式(2)に示す二体の項と式(3)に示す三体の項から成り立

つ．  
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ここで用いたポテンシャルのパラメータ(24)を表 1 に示す． 

次に，本研究で用いた分子動力学法の計算条件について述べる．時間刻みは 1 ステップ 0.5 fs とし，運動方程

式はベルレ法によって積分した．境界条件には周期境界を適用し，温度 300 K で 5 ps 温度制御した後にミクロカ

ノニカルアンサンブル下で 6,553,600 ステップのシミュレーションを行った．計算する物性に対する計算セルの大

きさの影響を考察するため，シリコン結晶の慣用単位胞（図 2）を x,y,z 各方向に 4 つ(nu=4)配置した原子 512 個

から成る系，6 つ(nu=6)配置した原子 1728 個から成る系，8 つ(nu=8)配置した原子 4096 個から成る系の 3 つを用

いた．また，τの計算は熱揺らぎの影響によりノイズが比較的大きいことから，各ケースに対して初期条件の異

なるシミュレーションを 30 回行い，アンサンブル平均値を求めた． 

 
 

2・3 格子動力学(LD)法 

群速度 v を求めるために LD 法を用いてフォノン分散関係を計算する．また，NMP を用いて緩和時間 τを求め

る際に用いる角周波数 ωと偏向ベクトル e もここで求める．LD 法は原子間に働く力を調和的なポテンシャルで

表し，運動方程式を解くことで格子振動を解析する手法である．図 3 に LD 法の概略図を示す．原子間ポテンシ

ャルを調和関数で近似した場合，運動方程式は線形になり解析解を得ることができる．実際は，連成振動の運動

方程式をたて，変位 u に平面波解 exp[i(k·r-ωt)]を代入することで，ダイナミカルマトリクス D の固有値問題に帰

結する．なお，ここで r は原子の平衡位置，t は時間を表す．D の固有値がフォノンの振動数に，固有ベクトルが

各原子の変位の大きさと方向を表す e となる．従って，平面波解に含まれる k を変えて計算を行うことで，k と

ωの関係，すなわちフォノン分散関係を得られる．最後に，フォノン分散関係の微分値∂ω/∂k を計算することで，

v を得ることが出来る． 

 
Fig. 2 A conventional unit cell of silicon crystal.

Table 1 Stillinger Weber potential parameters(24). 

ε [eV] σ [Å] Α λ γ cosθ0 A B p q 

2.1683 2.0951 1.80 21.0 1.20 -0.3333333 7.049556277 0.6022245584 4 0 
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本研究のシリコンの LD 計算には，SW ポテンシャルを基底状態の平衡原子位置からの変位に関してテイラー

展開し，高次の項を無視することで得た調和ポテンシャルを用いる．シリコンは基本単位胞に原子を 2 つ，また

空間自由度を 3 つ有することにより，1 つの k あたり 6 つの分枝 s を有する． 

 

 

2・4 Normal mode projection (NMP) 

NMPを用いた方法では，MD法で計算した原子の変位uと速度u’の時間発展と，LD法で計算した角周波数ωと偏

向ベクトルeを用いて緩和時間τを求める(17,18,20,21)．MD法における固体のシミュレーションでは，原子は決められ

たポテンシャル関数による力を受けて振動をするが，それらを基準振動，すなわちフォノンの固有モードごとに

分解し，それぞれのτを計算する．具体的な手順は，1)MD法で計算したuとu’を，LD法により導出したeを基に波

数kと分枝sの固有モードに投影することで式(4)，(5)に示すq，q’を求め，2)LD法で求めたωを用いて各モードの

エネルギーEを式(6)のように計算し，3)その時間変化の自己相関関数を指数関数でフィッティングすることでτを

求める． 
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以上の操作をブリルアンゾーン内の全ての波数kと分枝sに対して行うことで，全てのフォノンのτを計算すること

ができる．なお，式(4)と(5)中のr，m，N，nはそれぞれ，原子の平衡位置座標，質量，単位胞の数，単位胞内の

原子数を表す． 

 

2・5 Spectral Energy Density (SED) 

SEDを用いることで，MD法で計算した原子の速度u’から緩和時間τを求めることができる(22)．この手法では，

式(7)のようにMD法で計算したu’を時間方向に離散フーリエ変換して格子振動の周波数成分を求め，各成分を2乗

することでエネルギースペクトル，すなわちSEDを計算する(19)． 

2
)()( dtetE ti   u  (7) 

図4の(a)に一例を示すように，SEDは広い周波数の範囲でフォノンモード数に相当する多くのピークを有する．こ

れらのピークを図4の(b)のように1つずつローレンツ関数[式(8)]でフィッティングすることでτの周波数依存性が

求められる． 
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ここで，フィッティングしたローレンツ関数の半値幅の逆数がτに相当する．空間に対してフーリエ変換すること

で波数kごとに分解することも可能であるが(22)，本研究では簡便のため時間方向のフーリエ変換のみを行った． 

Fig. 3 Flow chart of the lattice dynamics method. 
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3. 結果と考察 

3・1 LD 法を用いたフォノン分散関係と群速度の計算 

LD 法によって分散関係を計算することでフォノン分散関係の微分値である群速度 v を得た．シリコンのような 3

次元構造をした結晶の場合，1 つの波数 k あたり xyz の 3 つの方向の v=(vx,vy,vz)が存在する．しかし，対称性を考

慮すると 1 つの方向の群速度成分の計算から全方向の v が得られる． 
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Fig. 5 Illustrations of the Brillouin zone, phonon dispersion and group velocity for along the symmetry lines  

(a) (0,0,0)~(1,0,0) and (b) (0,0.5,0)~(1,0.5,0). 
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Fig. 4 Spectral energy density (SED) of silicon crystal at 300 K.  

(a) A typical SED in the entire frequency regime. (b) A blow-up of SED fitted by multiple Lorentz functions. 
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図 8 にブリルアンゾーン内の x 方向のフォノン分散関係と vxの計算結果の一例を示す．(a)は対称線 k =(0,0,0) ~ 

(1,0,0)，(b)は対称線 k =(0,0.5,0) ~ (1,0.5,0)に沿ったフォノン分散関係と vxである．これらの比較からフォノン分散

関係と群速度は選択する対称線によって波数依存性が大きく異なることがわかる．このことから，特定のフォノ

ン（対称性や波数）群の輸送物性に基づいて全体の熱伝導率を見積もる手法(20,21)の限界が見て取れる．従って本

研究では，ブリルアンゾーン内の全ての k における v を計算した．なお，MD 法の系のサイズは有限であること

から，取り得る k は離散的になる． 

 

3・2 NMP と SED によるフォノン緩和時間の計算 

2.3 節と 2.4 節にあるように，NMP と SED を用いた 2 つの方法はともに特定のフォノンモードに属する物理量

の緩和を計算する方法であるが，対象とする物理量が異なる．具体的には，NMP を用いた方法が速度と変位のエ

ネルギー，すなわち運動エネルギーとポテンシャルエネルギーの和を取り扱うのに対して，SED を用いた方法は

速度，つまり運動エネルギーのみを扱う．極低温などの原子間相互作用が調和的と見なせる場合は運動エネルギ

ーとポテンシャルエネルギーにエネルギーが等分配されるが，その他の温度領域では原子間ポテンシャルの非調

和性が無視できないことから，両者への等分配は自明ではなく NMP と SED を用いた緩和時間計算の結果が一致

するとは限らない．NMP 又は SED を用いて緩和時間 τを計算した例は過去にいくつかあるが(17,18,20-22)，2 つの手

法を比較した例はない． 

上述の考察を基に，本研究では 2 つの方法の比較を行った．図 6，図 7，図 8 に，シリコンの単位胞を xyz 方

向に 4，6，8 つ配置した系の緩和時間の周波数依存性を示す．各図において(a)は両対数プロット，(b)は逆数プロ

ットである．また，TA は Transverse Acoustic (横波音響)分枝，LA は Longitudinal Acoustic (縦波音響)分枝，LO は

Longitudinal Optical (縦波光学)分枝，TO は Transverse Optical (横波光学)分枝を表す．これらの結果から，SED と

NMP によって得られた τは全周波数領域において良く一致することが明らかになった．高周波領域では NMP と

SED の値のずれが比較的大きい箇所があるが，図 4(a)からわかるように SED のピークが高周波領域では密集して

いるため，フィッティングの際のピークの分解が困難であることが原因である． 

図 6 に見られるように，フォノン緩和時間の周波数依存性は，異なるフォノン分岐のデータから構成されるに

も関わらず，比較的連続的な分布を示す．低周波数領域の TA 分枝の τを Klemens の理論的予測(8)に基づいて周波

数 f の-2 乗でフィッティングした結果，図中の直線で示すように概ね一致した．一方，高周波数領域では，f=10 THz

以上で変曲を伴う比較的複雑な分布を有することを確認した． 
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Fig. 6 Comparison of frequency dependent relaxation time obtained by SED and NMP in  

(a) inverse scale and (b) log scale. The size of the system is nu=4. 
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3・3 フォノン気体モデルに基づく熱伝導率 

式(1)に従い，比熱 c，緩和時間 τ，群速度 v から熱伝導率 κを求めた．c はボルツマン定数 kBと体積 V を用いて

c=kB/V，v は 3.1 節で求めたものを，τは 3.2 節で計算したものをそれぞれ用いた．ただし，v は xyz 方向それぞれ

の勾配を持つため，[100]や[111]等の面方位によって大きさが異なる．本研究では等方的な仮定の下，v2=vx
2+vy

2+vz
2

のように平均した値を用いた．これらの c，τ，v により計算した κの結果を表 2 に示す．本研究ではバルク結晶

を再現するために周期境界条件を課しているが，計算セルの大きさによって存在し得る波数 kが限定されるため，

κの計算セルサイズへの依存性を検証する必要がある(16)．計算の結果，表 2 に示すように本研究で取り扱ったパ

ラメータ領域では熱伝導率のサイズ依存性は殆ど見られなかった．これは，k の数，すなわち状態の数の増分と

体積 V の増分によるモードあたりの c の減少が釣り合ったからであると考えられる． 

熱伝導率 κへの分枝 s ごとの寄与は平均すると TA が 56.4 %，LA が 34.7 %，LO が 8.1 %，TO が 0.8 %となっ

た．ただし，TA，TO は横波であり，それぞれ 2 つの分岐 s を有するので κの大きさを比較する場合，LA，LO

とそのまま比較することはできない．この分岐の縮退を考慮した場合，TA 分岐 1 つあたりの熱伝導率への寄与

は 28.2 %となり，LA 分岐（34.7 %）が最も κに寄与していることがわかる．本結果は，NMP を用いてシリコン

結晶（SW ポテンシャル）のフォノン緩和時間計算を行った先行研究(21)で得られた各分岐の熱伝導率への寄与（TA

分枝が 34 %，LA 分枝が 56 %）と大きく異なる．これは，先行研究では特定の対称性を満たす波数群しか扱って
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Fig. 8 Comparison of frequency dependent relaxation time obtained by SED and NMP in  

(a) inverse scale and (b) log scale. The size of the system is nu=8. 
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Fig. 7 Comparison of frequency dependent relaxation time obtained by SED and NMP in  

(a) inverse scale and (b) log scale. The size of the system is nu=6. 
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おらず，全ての波数を扱う本研究に比べて LA 分枝の寄与が過大に評価されたためと考えられる．Acoustic 分枝

の寄与がこのように熱伝導に大きく寄与する一方，Optical 分枝は LO と TO を合わせても 10 %に満たず，熱伝導

にほとんど寄与しないことがわかった． 

 
ここで，平均自由行程に依存したフォノンの熱伝導率への寄与を明らかにするべく，累積熱伝導率(Cumulative 

thermal conductivity) κc
(7)を計算した．κcは式(9)に表すように平均自由行程Λ=0 からΛ=Λ0までのフォノンの熱伝導

率への寄与を累積したものである． 

 


dcvc
0

03

1  (9) 

図 9 に本研究で計算したフォノンの比熱 c，群速度 v，緩和時間 τ，平均自由行程 Λ=ντを用いた κcを示す．この

結果から，図 10 のような長さスケール L のナノグレインから構成される結晶構造(4)におけるフォノン輸送への界

面の影響を考察することができる．Λが L より十分小さい場合，図 10(a)のようにグレイン内部のフォノンの輸送

特性はフォノン散乱に支配され拡散的になり，界面の影響は比較的小さいと考えられる．一方，Λが L より十分

大きい場合，図 10(b)のようにフォノンはグレイン内部では散乱せず弾道的に輸送され，その結果正味の輸送特性

は界面での散乱特性に大きく影響される．したがって，κcのΛへの依存性を得ることで，例えば L=0.1 μm の場

合，50 Wm-1K-1程の熱伝導能をもったフォノンは界面の影響を然程受けずに物質内を移動するが，残りの 280 

Wm-1K-1分の熱伝導能を持ったフォノンは界面での散乱の影響を受けやすいことがわかる．ただし，より定量的

な議論のためには，界面でのフォノンの散乱や透過についての情報が必要である．フォノンの界面透過関数を求

める手法としては，グリーン関数法(25)や wave packet 法(26)などがあり，これらと本研究のフォノン輸送解析を組

み合わせた手法の開発が今後の課題となる． 

 

 

 

 
Fig. 10 Diagram of nanostructured materials with nanograin 

size (a) larger and (b) smaller than the phonon mean free path. 
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Fig. 9 Size dependence of cumulative thermal conductivity 

of silicon at 300 K with respect to the phonon mean free 

path calculated using normal mode projection (NMP). 

Table 2 Thermal conductivity (Wm-1K-1) of each mode and simulation cell size. 

 4 units 6 units 8 units 

TA 180.1 189.6 184.2 

LA 119.8 111.6 109.8 

LO 27.8 26.3 25.5 

TO 2.9 2.6 2.5 

Total 330.5 330.1 322.2 
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4. 結   語 

分子動力学法に基づくモード依存フォノン輸送解析法を用いて，シリコン結晶の熱伝導解析を行った．格子動

力学法を用いてフォノンの固有状態及び群速度を計算し，さらに分子動力学法を用いてシリコンのフォノンの緩

和時間を計算した．緩和時間の計算は Normal Mode Projection と Spectral Energy Density を用いた 2 つの方法で行

い，両者の結果がよく一致することを確認した．フォノンの周波数に対する緩和時間の分布を計算し，低周波数

領域では Klemens のべき乗則に従うが，高周波数領域においては変曲を伴う比較的複雑な分布を示すことがわか

った．また，Normal Mode Projection により計算したフォノン輸送物性を基に各フォノンモードの熱伝導率への寄

与を求めた．その結果，Longitudinal Acoustic 分枝の熱伝導への寄与が最も大きく，全体の熱伝導率 330 Wm-1K-1

のうちの 35 %程度を占めることが明らかになった．一方で，Optical 分枝はほとんど熱伝導に寄与しないことが

わかった．なお，これらの計算において，熱伝導率の計算セルのサイズへの依存性は殆ど見られなかった．最後

に，フォノンの平均自由行程と熱伝導率への寄与の関係を求めることで，近年熱電変換材料として注目されてい

るナノグレインにより構成される結晶材料において，どの程度の熱伝導能をもったフォノンが拡散又は弾道的に

振る舞うかを見積もり，界面による潜在的な熱伝導低減効果に関する示唆を得た． 
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