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水素型原子 
☆Schrödinger方程式 
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Schrödinger方程式（非定常） ψ=
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☆水素型原子(2粒子系) 
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 ：定常問題 

 

座標変換： 
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 よって， 
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よって， 
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ψ1(r’, R’, t) ? ''),','( 332
1 RrRr ddtψ : 体積d3Rに重心をd3rに相対位置を見いだす確率 

 
ここで， ',' RRrr ←← と書くことにする． 
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さらに，変数分離 ),(),(),,(1 ttt RrRr Ψψ=ψ を仮定する． 

これを代入して， 

相対運動

の自由粒子質量重心運動
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重心運動： 

平面波 

)(exp tEi
p−⋅=Ψ RP
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ただし，
M
pEp 2

2

=   ：並進運動エネルギー, ),,( zyx ppp=P ：運動量ベクトル 

Ψ=const  ---> PR: const. 

ドブロイ波(de Borglie) 
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相対運動： 
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注意：2 原子分子の振動・回転の相対運動の S.E.の導出プロセスもこ

こまで全く同様となる．電子と原子核を２つの原子核と考えればよい． 
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µ: reduced mass
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定常状態の場合には， 
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極座標での Laplacianは， 
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とも書ける． 
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),()(),,( φθ=φθψ SrRr と分離できる．代入してψで割り r2をかける． 
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角度方程式

動径方程式

 

注意：f(r)は角度方程式には入らない 

つまり，f(r)の形によらずに角度方程式はこれを解けばよい． 
さらに変数分離 )()(),( φΦθΘ=φθS とする．角度方程式に代入して sin2θを掛け，Sで割る． 
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"" ,2,1,0,1,2)( −−==φΦ φ meimm のときに周期関数となる． 

周期関数  ),9,4,1,0(2 "== mβ  

sinθ=0のとき(θ=0, π)，Θの正則特異点となる． 

",2,1,)1( ++=+= mmmlllα  

 

m=0: l = 0, 1, 2, 3, … 

m=1: l = 1, 2, 3, … 

m=2: l = 2, 3, 4, … 

逆に： 

l = 0 → m=0 

l = 1 → m=-1, 0, 1 

l = 2 → m=-2, -1, 0, 1,2 

… 

12 +# 重の縮退 

 

l: 軌道角運動量 

m: 磁気量子数 

と呼ばれる． 

角運動量の量子力学的表現については，ここを参照 

 

),(),(ˆ 22 φθ=φθ lmlm YLYL  

球面調和関数（表面調和関数）Spherical harmonics 
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動径方程式 
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   遠心力 

有効ポテンシャルを受けて直線上を運動する質量 mの質点 

ただし， 有限=∞= )(,0)0( χχ  

これが解けて，エネルギー固有値がすべての l(l=0,1,2,3,...)について 

一連の固有値 Enlと固有関数χnl(r)が求まったとすると， 

)exp(),()()exp(),()(),( t
i
EY
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i
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!!

φθχφθψ ==r  

の解を持つ．ここで， ),( tnlm rψ は， 

H（エネルギー）の固有値が Enlで， 

L2（角運動量の２乗）の固有値が )1(2 +ll! で， 

Lz（角運動量の z成分）の固有値が m2! の同時固有関数である． 
完全交換系：３つで固有関数が一意に定まる． 

さて， 

正の Eは，すべて固有値になりうる －＞散乱状態 

E<0の場合は，離散エネルギー －＞束縛状態 ： これについて解く． 
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ここで，第２項の係数は， 
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See Oxford p108, 109 
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であり， '1 nln ++≡ をエネルギー量子数または，主量子数と呼ぶ．（ ,....2,1 ++= lln ） 

n’: 動径量子数，n: 主量子数（エネルギー量子数） 
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水素原子であれば， 2
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さて，動径関数の形は， 

{ } ss cns
nr

cllss )(21)1()1(
0

1 −=+−+ +  

( )nn
l

l rcrc
nr
rr ++−= +

+ ...)exp()( 1
1

0

χ  

具体的には， 

 n=1, l=0では， ))(exp()( 1
0

10 rc
r
rr −=χ  

 n=2, l=0では， ))(
2

exp()( 2
21

0
20 rcrc

r
rr +−=χ    

  { } 1
0

21
0

2 2
1)21(

2
21)10(0)11(1 c

r
cc

r
c −=∴−=+−+  

  )
2
1)(

2
exp()( 2

00
120 r

r
r

r
rcr −−=χ  

 n=2, l=1では， ))(
2

exp()( 2
21

0
21 rcrc

r
rr +−=χ  

  { } 0)21(
2
21)11(1)11(1 11

0
2 =∴−=+−+ cc

r
c  

  ))(
2

exp()( 2

0
221 r

r
rcr −=χ  

 n=3, l=0では， ( )3
3

2
21

0
30 )

3
exp()( rcrcrc

r
rr ++−=χ  

  { } 1
0

21
0

2
1

3
2)31(

3
21)10(0)11(1 c

r
cc

r
c −=∴−=+−+  

  { } 12
0

2
0

32
0

3
1

27
21

9
1)32(

3
21)10(0)12(2 c

r
c

r
cc

r
c =−=∴−=+−+  

)1
9
2123)(

3
exp(

3

)1
27
21

3
2)(

3
exp()(

3
2

0

2

00

1

3
2

0

2

00
130

r
r

r
r

r
r
rc

r
r

r
r

r
r
rcr

+−−=

+−−=χ
 

..... 



水素型原子 00/07/12 0:19印刷 Page 11 

 

0

'
r
rr =  

 

( )'exp12exp12
2/3

00

2/3

0
10 r

rr
r

r
R −





=





−





=  






 −





 −





=





−





−





=

2
'exp

2
'11

2
1

2
exp

2
1

2
12

2/3

000

2/3

0
20

rr
rr

r
r
r

r
R  






 −





=





−





=

2
'exp'1

62
1

2
exp

2
1

3
2

2/3

00

2/5

0
21

rr
rr

rr
r

R  






 −





 +−





=





−





+−





=

3
'exp'

9
2'231

39
2

3
exp

9
223

3
1

3
2 2

2/3

00
2

0

2

0

2/3

0
30

rrr
rr

r
r
r

r
r

r
R  






 −





 −





=





−





−





=

3
'exp'

3
'21

327
22

3
exp

3
2

3
1

3
8

2/3

000

2/5

0
31

rrr
rr

rr
r
r

r
R  






 −





=





−





=

3
'exp'1

1581
22

3
exp

3
1

45
8 2

2/3

00

2
2/7

0
32

rr
rr

rr
r

R  

波動関数ψnlm(r,θ,φ)で表される状態にいる電子を体積要素 drddrdV φθθsin2= の中に見い

だす確率は， 

Ω=

Ω=

=

=

drdrYrR

drdrr

drddrr

dVrdVr

lmnl

nlm

nlm

nlmnlm

222

22

22

2

),()(

),,(

sin),,(

),,(),,(

φθ

φθψ

φθθφθψ
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これを dΩについて積分すると，電子が半径 rと r+drの球殻の間に存在する確率 drrnl )(ω を

得る． 

 

 

動径関数の表現  

( ) ( )'exp22/3
010 rrR −=  



水素型原子 00/07/12 0:19印刷 Page 12

( ) ( ) ( )

( ) 2
0

2
10

2

2

0

2
0

2
3

0

2
3

0

2
10

2

''2exp4

''2exp41''2exp41'2exp41

rrrrR

rr
r

rrr
r

rr
r

rR

−=

−





=−





=−





=

 

 

波動関数の極大 
Rnl rmax Rln

2(rmax) 
R10 0 4 
R20 0 1/2 
R21 2 

26
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4
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電子密度の断面図 
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☆原子スペクトル 

準位 E2から E1に遷移するときに放出される photonのエネルギー 
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リュードベリ定数(Rydberg wave number of infinite mass) 
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... ライマン系列 

 

n1 = 1  n1 = 2  n1 = 3  n1 = 4  n1 = 5 

ライマン  バルマー  パッシェン ブラケット プント 

Lyman  Balmer  Ritz-Pashen Brackett  Pfund 
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